Agrégation Interne 2017 
Épreuve2 


Solution proposée par Jean-Etienne Rombaldi 


Partie I 


1 M 
1. L'hypothèse f (x) = | W (5) nous dit qu'il existe un réel M > 0 tel que |f (x)| > pour 
x|—+00 \ T 


tout réel x tel que |x| > 1. La fonction f étant continue sur R, on en déduit que 1 | f . trs 


+00 (puisque k 


intégrable sur R. 


Ie121 


dx 
—; < +00) et en conséquence 1. [f (x)| dx < +oo, ce qui signifie que f est 
lel>1 R 


Comme |f (x)e "| = |f(x)| pour tout réel y, chaque fonction x + f (x)e-**Y étant continue 


sur 


(a) 


R, la fonction f est bien définie sur R. 


1 
Pour x ER fixé, onalf(x+2nr)| = O (à) , donc chaque série Di (x + 2n7T) est 
n 


n— +00 
nEN 


absolument convergente, ce qui nous assure de la définition sur R de la fonction : 


zx g(x) (@œ)+ NC (f f(x +2nr) + f (x —- 2nr)) 


nEN* 


Pour tout réel x, on a : 


g(x+27)=Ù f(x +2(n+1)T)+ ŸS_f(x—2(n-—1)r) 


nEeN neEN* 
= Ù_ f(c+2mr) + f(x —2pr) =g(x) 
meN* pEN 


ce qui signifie que la fonction g est 27-périodique. 

1 M 
Comme f est continue et f (t) — ’ O (3) , il existe un réel M > 0 tel que |f(t)| < — 7 

É| +00 

pour tout réel t tel que [t| > 1. 
Si X est un compact de R, il existe alors un entier no > 1 tel que [x + 2n7| > 2nr—|x| > 1 
pour tout n > no et tout x € K. 
En effet, il existe un réel À > 0 tel que X C [—R, R] et pour tout x € K, on a [x + 2nr| > 


R+1 ; 
[nr — |x|| > 2n7 — |x| > 2nr — R > 1 dès que n > no — = + 1, où [:] est la partie 
T 
entière. 
M 
less 
[x + 2nT| (2n7 — R) 
x € K, ce qui nous assure de la convergence normale de chaque série D, f(x + 2nr) sur 
neN 
K et en conséquence de la convergence normale de la série Din sur K. 
neN 


Il en résulte que |f (x + 2nx) ; pour tout n > no et tout 


: ; - 1 ; 
La fonction f’ étant également continue sur R telle que f’ (t) — . O (3) , On à aussi 
t 


la convergence normale de > ÿ: Sur Ke 
neN 


(d) Pour tout entier n € N la fonction w, est de classe C! sur 


R et pour tout réel R > 0 


les séries ) Un et ) u}, sont uniformément convergentes sur segment [—R, R], donc la 


neN nEN 


fonction g = D est de classe C! sur [—R, R] de dérivée g' = Su Comme R > O0 est 


nEN 


quelconque, on en déduit que la fonction g est de classe C! sur 


3. Les coefficients de Fourier exponentiels de 


Vn € Z, cn (g) = 


neN 
2 2 VS ! 
R de dérivée g° = > (11208 


nEN 


la fonction g € C!(R, C) sont donnés par : 


1 


27 
— 1 dde. de 
0 


27 


De la convergence uniforme de la série Sur sur [0,27], on déduit que pour tout entier relatif 


kEN 
n, On à : 
27 
rc (0) = INT je idt — Le ue (be MhdE 
p kEN 
> f" f (+ 2kr) e dt + " f(t—2kr)e "dt 
kEN* 
2(k+1)r | =2(k—1)r | 
_ >| f (x) er e—2kr) Jo ne >» | f (x) er) Je 
LEN * 2ÉT keN* / —2kT 
2(k+1)T | —2(k—1)r 
_ | f(x)e "dx + w. is fÉne rar 
ke 2kT kREN* —2kT 
avec : 
2(k+1)T M p2(kH)T 
| jte de bre | Fe dr 
kREN 2kT IE 20e k—0 2kT 
2(m+1)T 
=, him | D 'Ée dr 
m—+o Jo 
+00 
= jure ax 
0 
et : 


ce qui nous donne : 


Vn € Z, 


La fonction g étant de classe C! sur 
converge normalement vers g sur 


R, ce qui 


VxeR 


Sr (x +2n7) = 


R, le théorème de Dirichlet nous dit que sa série de Fourier 


se traduit par la formule sommatoire de Poisson : 


D Ten 


er"? 


+06 
Rappelons que la somme >. f(n)e 


— OO 


tielles > f(k) a) 
neN 


k=-n 


inx 


est par définition la limite de la suite des sommes par- 


4. Pour tout nombre complexe t € € \ 4Z la fonction h; est 27-périodique et de classe C1 par 
morceaux sur R. 


(a) Ses coefficients de Fourier exponentiels sont donnés par : 


1 : 1 T | 
Vn € Z, cn (fu) = =) hi (x)e "dx = =) ett-in)e Jr 


US T Jr 
avec : ve 
feat are 2e 
= t—in |, , t—in t—in 
soit : 


sh (rt) (—-1)" 
T t-in 


Vn € Z, Cn (h) — 


(b) et (c) Chaque fonction h; étant de classe Cl par morceaux sur R, le théorème de Dirichlet nous 
dit que sa série de Fourier converge simplement sur R vers la régularisée de h;, soit en 
tenant compte de la 27-périodicité : 


+00 


sh(rt)==(-1)" ; , 
Vrel- |, LEE ph =. 
x E]-7,7| L = te 
et pour Z = —T : 
sh(rt)<X 1 CAE nu 
T >; | 2 DU 
avec : . 
st 1 2 t+ik 
>; — in Pare 25 — ik re DE + k2 
+ | RE COS 
A. 27 ER ue Dr et LF+E — 0, ce qui nous donne : 
+00 +00 
L L 1 ch (rt) 
oo = 
2 in 27 +n? — "sh(rt) 
(pour t € C \ iZ, on a sh (rt) £ 0), ou encore : 
+00 2 
t 1 TL 
VMeEeC\1Z, = = {ch(rt + 
W 27 +n 2 (c Gr sh (rt) ) 


5. L'évaluation en x = 0 nous donne : 


sh OR EU : 


— = 1 
T mL — in 
soit : 
É t+ik 7 
li =)" — 
re > eo t?+k2  sh(rt) 


avec : 


donc : 


Partie II 


n 


(a) La suite (5°,),,en définie par S7, — Si lu| pour tout n € N qui est croissante (57, — 57 = 


nm nm 


k=-n 
fun+1| + [u_q+nl > 0) et majorée ((ux),<7 est sommable) est convergente vers une limite 
S'eR*. 
Pour m > n > 0, on a: 
Se — Sl= | D wl< Ù hul=s,-S<R,=S-5, 
n+1<|k|<m n+1<|k|<m 


avec lim R7, = 0. Il en résulte que la suite (S,),,.N est de Cauchy, donc convergente. 
(b) La suite (5/) définie par S7, — >» luxe pour tout n € N qui est croissante et 
—n<ki<n 
majorée est convergente vers une limite $' € R*. 
Pour m >n2> 0, on a: 


nEN 


pue D ml D lul=s,-S 
(0e [mm \[-n,nf? (&,0)e[-mm\[-nn) 
<R,=S -S, 


avec lim À, = 0. Il en résulte que la suite ($,),,:, est de Cauchy, donc convergente. 


n— +00 
2. Soit (uxe) &oez2 Une suite double de nombres réels positifs telle que pour tout k € Z, la série 
+00 +00 
ÿ ux,e Soit convergente de somme a; ainsi que la série à termes positifs D. ax de somme 


{=—00 k=—00 
&. 


Pour tout entier naturel n, on a : 
n n n 
= D, ue= D ue] < D a<a 
—n<kl<n k=-n \{=-n k=-—n 


donc la suite double (Cure) (x Dez? est sommable de somme : 


D — = < 
>. Uk,e ne Sn _. 
(k,L)eZ2 


D'autre part, pour tout entier naturel n, on a : 


n n +00 n m n m 
> A = > > ure | = > lim > ue = lim > ) Uk,l 
mM— +00 mMm— +00 
k=-n k=-—n \{—-00 k=-—n L=-m k=-ni=-m 
— lim ; ; Uk,e 
Se, 
=—-mk=-n 


(somme finie de suites convergentes). 
Pour m > n (n est fixé), on a : 


m nm m 


+ dus < N ar = Sn 


L=-m \k=-n L=-m \k=-m 


donc : 
nm 
ÿ ax < lim Sn =S$S 
m— +00 
k=-n 
nm 


eta— lim >» ax | < S, ce qui nous donne en définitive S = à, soit : 


n—+00 
k=-n 
+00 +00 
) UE,e — ) ) Uk,L 
(k,L)eZ2 k=-—-00 \{—=-00 


. Réciproquement soit Cure) (x pez2 Une suite double sommable de nombres réels positifs de somme 
S. 


Pour tout k € Z et tout entier naturel n > [k|, on a : 


Se D» Uje < S — Sue 


L=-n —n<jl<n (j,6)EZ2 
nm 
donc la suite à termes positifs ) Uk. est majorée et la suite (ux.e) Lez, St sommable de 
{=-n neN 
+00 
somme ay = > Uk. 
L=—c 
Avec : 
nm mm nm 
) ax = lim ) > Uk,£ 
m— +00 
k=-n L=-m \k=-n 
et : 
mm nm mm mm 
Vm > n, ) ) Upe | < > > Upe | = Sn 
Em \k=-n L=-m \k=-m 


on déduit comme à la question précédente que D Qx < lim Sm = S, donc la suite (ox), 


k=-n 
+00 


est sommable et & — D. ar <S. 


k=-—00 


À la question précédente, on a vu que l’on a aussi l’autre inégalité S < «, d’où l'égalité S = a. 
+00 


Comme k et £ jouent des rôles symétriques, on a aussi >» uxe < +0 pour tout L et : 


k=—00 
+06 +00 
> ) Uk | — ) Ux.,e 
£——00 \k——00 (k,0)eZ2 


+00 
. Soit (we)qynez2 une suite double de nombres complexe telle que ax = >» luxel < +oo pour 


{——00 
+00 


tout k € Z et a — Ÿ_ a < +00. 
k=—c 


Dans ces conditions, la suite double de réels positifs ([uxel) (4 nez est sommable de somme : 


D, luxel = > FE wl) = > FE mi) 


(k,L)ez?2 k=-co \{=-00 {—=—00 \k——00 
+00 +00 
ce qui nous dit que He — ÿ luxe] < +o pour tout £ et 6 — >» Be < +00. 
k=—00 k=—0c0 


Avec les inégalités : 


>. luxel = > [> mi) < Ÿ_@< a < +00 


—n<k{<n k=-n \=-n k=-—n 


on déduit que la suite double (Cure), pezz SSt sommable. 
Avec les inégalités : 


nm 
De. lugel < ax < +00 


{=-n 


on déduit que chaque suite (ux.v) gez, St sommable et avec : 


+00 n +00 
DEUTESYS [S mi) <a 


£—=—00 k=-n \f—=-o 


n 


> 


k=-n 


+00 
on déduit que la suite ÿ ne) est sommable. 
{= kEZ 
Avec : 


—n<kl<n k=-n \{—=-œ k=-n \|{>n+1 


n 


>, | > luxe 


k=-n \>n+1 


<en= D, luwel- 5 D mi) 


—n<kl<n k=—n \{—=-0c0 


PA 


+00 +00 
et dim En = 0 (puisque ÿ: luxel = ÿ > ma)» on déduit que : 


(k,0)EeZ2 k=——o0 \{——00 
+00 +00 
) Uk, 6 — ) ) Ux,e 
(k,L)eZ2 k=—o0o \{—=-00 


Comme k et { jouent des rôles symétriques chaque suite (uzv),-, est sommable, la suite 


D. ne) est sommable et on a l'égalité : 
LEZ 


k=—00 
+00 +00 
Y. UE, £ = ÿ (Sn) 
(k,C)EZ? &=-00 \k=-00 
C’est le théorème de Fubini pour les suites doubles sommables. 


Partie III 


as h (nx 
. On note pour tout entier n > 1 et tout réel x, v, (x) = (—1)"* re) 


sh(nT) 
Pour tout réel x > 0, on a : 
ds n(x—7T) 
Lu, (x) n Too 7€ 
donc lim [un (x)| = +oo pour x > 7 et la série Sum (x) ) diverge. Pour 0 < x <7T,ona 


neo ue (à) , donc la série D (x) converge absolument. 

Les fonctions v, étant paires, on en déduit que le domaine de définition de la fonction 4 est 
]-7,x|. 

. Les fonctions v, sont de classe C® sur ]—T,x| et pour tout entier p > 0, tout réel R € ]0,7|, 
tout x E [-R, R],ona: 


h 
p+sh (nr |xl) sip=2r+1 
jut) (x) — sh (nT) 
: L api SU el) (a 1æ1) SD —=2r 
sh (nr) 
h 
nPHÈ CR) sip =2r +1 
— sh(nT) 
| pp UE) Der 
sh(nT) 


avec : 


An es 


- 1 
ter) =, 5 (5 
n— +00 n— +00 n 


donc toutes les série SF ! sont uniformément convergentes sur [—R, R] et la somme (x) — 


iv (2 est de classe C® sur [—R, R] de dérivées successives dur À 


Con R est quelconque dans [0,T|{, cela revient à dire que 4 est de classe C® sur ]—T,7| de 
dérivées : 


5 ride a - _ sip=2r+1 
PP (x) = 4 
n—1l 1 Ch (nx) un 
A 1)". res A 


3. Pour tout entier n > 1, on a 0 <e-?"T < 1 et : 


1 2 2677 
sh(nr) een  1—e-2nr 
+00 +00 
= DE TD E AE = De rt 
k=0 k=0 


Il en résulte que pour tout réel x € ]-7,r|,ona: 


n=1l 


L 5 5 É n (ER qe en) 


+00 +oo 
= ÿ (a _. (e"* ie en) Du 
k=0 


en notant, pour (n,k) € N° x Net x réel, u,g (x) = (—1)"" n (ent @ktbar + e-ne-GktDnr), 
Vérifions que la suite (un, (x))(, )en-xn eSt sommable. 
Pour tout réel x et tout entier n € N*ona0<e ?7T<let: 


2 ee +00 
An (x) — ÿ lune (x)| _ REC OS EME de ne ANS Te 
1 
= n(x—7T) —n(x+T) 
= n (e +e ae 0 


puis, pour æ € |-7,x|, on a a, (x) 20 Len) + ei) avec 0 < e-T,e-&@+T) < 1 ce 
n— +00 


qui nous donne : 


+00 etT e(æ+T) 
D32 (er RE) + ————; < + 
= G-eÿ Get) 


+00 +00 +00 
(pour 0<qg<l,ona Song" = gd ng" = à Dr) = a 
n=0 a: 


n=1 n=1 
On déduit alors de IT.4 que, pour tout réel x € |, |, lasuite (u, x (x), bez=xn St sommable 
et le théorème de Fubini nous dit que : 


HE. (ms ©) = (im ©) 


soit : 


+00 +00 
e (x) ee >. e Est n GPO QU Li sn) 


4. En utilisant l’égalité : 


2, UE Ni et. 
D (1) ng" = qÿ n(-9) (5 o) FE 


n=1 n=1l n=0 


pour q = e7-CRHDT = ea et go = e-%-CFHDT = 6% qui sont dans ]0,1[ pour & > 0 et 
x E]-",7|, on a: 
e 1 (2k+1) (2k+1) q1 q2 
n. n— nx— nr NL nT = | 
>, 1) n (e +é En Gta 
avec : 
qi ca (25 : 1 
1 1 
“Ah (4) 2(1+ch(a) 
1 1 


ac Go 
(en utilisant ch (2a) = 2ch° (a) — 1) et : 
q2 L 1 ; D 
(1+g) 2(1+ch(a)) 21+ch(-x-(2k+1)7) 
ne 1 
_ 21+ch(x+(2k+1)7) 


ce qui nous donne : 


+00 1 +00 1 
2e) 2LTraG- +00 | 2 TE + Gr 1) 
— 1 _ 1 
ire -@r00 PAG 200000 
+00 1 —1 { 
ae Cr F2 ae 00 
ses 1 


E dira (2k+1)7) 


(changement d’indice k = — (j + 1) dans la deuxième somme). 


5. En notant, pour tout réel t : 


(= En En L PUCES - (: + ei) 


1 1 
1+ch(r-x+2nr) 1+ch(r—-(2n+1)r) 


On à : 


f(x +2nr) = 


(parité de ch), de sorte que : 


Vx E]-7,7|, (x) =; 7. f(x +2nx) 


n——O0O 


1. et 2. 


La fonction f est de classe C® sur R avec : 


et : 


1 1 
Rene (3) SCC (3) | 
+00 


On déduit alors de la question I.2 que la fonction g : x + Se f (x + 2nx) est définie sur R, 


2r-périodique et de classe C!. 
Pour tout réel x, on a : 
+00 +00 
1 1 
g(—x) = pa +ch(-z-(2n+1)r) à +ch(z+(2n+1)7) 
+00 1 +00 1 


D Grue D Se à 0 
= g(x) 


(changement d’indice n = — (j +1)), donc la fonction g est paire. 


Enfin, la question précédente nous dit que 59 est un prolongement de 4 à R (puisque w (x) — 


1 
59 (x) pour tout x € |—7,7r|). 
On notera encore @ ce prolongement. 


. On peut alors utiliser la formule sommatoire de Poisson démontrée en [.2 pour écrire que, pour 


tout réel x, on a : 


+00 
D f(x +2n7) D enr — >) Le 


2. 


Où : 


- 21+ch(r —-x) | Ach? (=) 


Pour x = 7, on a bien Ÿ (x) — 


— Partie IV — 

cos (2tx) à ; 

La fonction (x,t) + f(x,t) = PO est continue sur R° et pour tout (x,t) € R°, on a 
( 
1 
PRIS GT UD la fonction 4 étant intégrable sur R (puisque ch (ft) > 1 pour tout 
C 
1 1 de 2t 

réel t et —— — o = |), il en résulte que la fonction + : x + | PACS est 

Ch” (t)  lti-+00 0 ch” (t) 


définie et continue sur R. 


10 


1 


3. La fonction 4! est définie sur R par Ÿ (x) — UE) Elle est intégrable et sa transformée 
SR ES 
de Fourier est définie sur R par : 
= 1 e7ity 1 er ir—2t)y 
OS cree mil dt 
4 r ch? (==) 2 R ch? (t) 
e Ty e?tyi | +00 cos (2ty) | 
= =ÉT = ee 
Loin l ch? (#) 7) 


(la fonction cos est paire et la fonction sin est impaire). 


4. Pour tout réel t, on a : 


(th (4) — 


1 


ee 


et en intégrant par parties, on obtient, pour tout réel x : 


10e [ER 
— im (lc (2tx) (th (t) — 1e + 2 [” sin (2tx) (th (t) — 1) à) 
= im (cos (2Tz)(th(T) —1) +1+ 2e [” sin (2tx) (th (t) — 1) à) 
re et —et 2e! 2 1 
RUE d+et  eétfet  eH+l 1400 (3) 
et : 


[cos (27T'x) (th (T) — 1) < [th (7) — 1] = 


ce qui nous donne : 


1 = 142 | 


0 


2 
a —— —> 
e2T + 1 T—+0 


+00 


sin (2éx) (th (t) — 1) dt 


ae 
“1-4 f sin(2tx) 
0 l1+e?t 
Lan fra 
0 le 


5. Pour tout entier n > 1 et réel t > 0, on a : 


1 _ LE (—1)" e-2(+1)t (—1}" e-2(r+1)t 
1+e-x The Se 
— > ee er ht (RE 
LEA 


k=0 
ce qui nous donne pour tout réel x : 


+00 : 
2 
| 4 sin (2{x) = 
0 1+e 7 


k=0 0 


n Loo 
LE 2 (RH - 
) (—1) | e sin (2tx) dt | 1+e 7 


+00 (=D e2(n+2)t 


sin (2tx) dt 


11 


avec : 


+00 +00 n— 1 
| e 26H} sin (2tx) dt = S | “ose 


38 ( k+1+ix ) 1 x 

= <S — 

2 \(k+1) +22)  2(k+1) +? 
pour 4 >O0et: 


ACTE —2(n+2)t +00 1 
| = — sin (2tx) dt| < < | eg = > > 0 
0 Re 0 2(n +2) n—+00 


Il en résulte que : 


+00 il 
Sin ( (tx), z __æ 1) 
7h L EE _ De - Dee 


et : 


ke g 
1 rer LEE à 
Ici, les théorèmes classiques d’intégration terme à terme n’aboutissent pas. 


Pour = 0; on (0) = 1: 
En L.5 on a vu que : 


— P 1{ rt 
vVteC\:1Z —1)" = —] 
on 2, ) t+n? (RS ) 
donc, pour x £ 0 : 
= 12% Eee 
LE UN RE ” sh(rx) 


. La formule sommatoire de Poisson (question I.2) appliquée à la fonction 4 nous donne pour 
tout réel x : 


I ne in x I INT in x 
D6 (+20) = 3 P(n)ee = Se ter (n) 
= 1 _ ( 1)" ( ) inx 
= 27 2 ae 
1 1 1 1 nT 
EE 21+ch(r—-x) 21+ch(x—7) SA sh (nr) TERRA LIRE ) 
soit : 


1 1 1 nT 
— | nm inx 
SET TTC ENT) 2 2 sh (| 1e 


En identifiant les parties réelles, cela donne : 


1 1 1 2 nr ” 
221r0+@-D0 £ PR ne D ©) 
= : De = (—1)" cos (nx) 


En IIL.4 on a montré que, pour tout x E]-r,r|,ona: 


LE 1 : : = n1 Ch(nx) 
Dern D "sh (nr) 


k=——00 n=1l 


ce qui s'écrit aussi : 


IS 1 .. 
241+ch(x+(2r—1)7) TAN 
(changement d’indice 4 — —1), ce qui nous donne : 
+00 +00 
+. CHOE) 1 n 
—| n—1 nine =] n 
2, (D sh(nr) 27 Li > E)) h (nr) te) 
n—= n=1l 
ou encore : 
j' = n —_ n 
Es Œhe =)" h = 
es + >, (—1) En cos (nx) + 2, (—1) nee ch (nx) 
pour æ E ]-7,7|. 
Pour x = 0, on obtient : 
+00 
n 1 
0) = =) = — 
(0) 2. En sh(nr) 47 
— Partie V — 


1 
. Pour tout nombre complexe t = x +iy € C\i G + z) et tout entier relatif n € Z, on à 


1 
t+i(gen) Z 0 et : 


1 4 1 


/1 2 4m? + (y +1 + 92m) mte 
(+i(4n)) F5, Enr en 


donc la famille 7 1 vw est sommable. 
t+i G + n)) 
( 2 nez 


(a) En I.4 on a montré que pour tout t € C \ iZ, on a : 


+00 +00 
1 1 1 1 ch (rt) 
D le — sh (rt) 
soit : h 
ch(rt) 1 1</f 1 1 
CORNE 
sh(rt) mt nm \t-in t+in 
ou encore : . 
ch(rt) 1 2 1 
LE À > Ad 
sh(nt) mt rt tn 
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(b) L'ensemble C \ iZ étant ouvert, pour tout to € € \ iZ, il existe un réel 0 > 0 tel que la 
boule fermée B (to, 0) de centre ts et de rayon Ô est contenue dans € \ iZ. 


1 
En notant t = x +iy et, pour y € R\Z fixé, u, (x) = EE) on a des fonctions de 
z—i(y—-n 
classe C® sur R telles que : 
1 1 
RUSSE — 
ù—i(y-n)"  2+(y-n) 


1 1 1 
ne 
y—nf  (nf—ly})  (n-M) 


où M est un majorant de y — S(t) pour t € B(t0,0) (on a [y — yl < [É—tol < 6, 


+00 
1 1 
donc |yl < |yol + 6). Il en résulte que la série D ( — | - ) est normalement 
dm \i-in t+in 


convergente sur [to — 0, %0o + 6] et on peut dériver terme à terme, ce qui nous donne : 
+00 


1 1 1 1 1 
mer (rt) UOTE De (- — in) % (é x) 


n=1l 


pour t € B (to, 0) soit : 


T2 Fe 1 1 | 
sh? (rt) L 5 à — E x) . 2 (t+in) 


n——0O 


pour tout pour t € C \ iZ. 


1 
(c) PourteC\i(5+2).mat+feC\iZet: 


2 
Pre (+5 ( +n)) sh? (nt +i5) 
CEE t+is t—is t t 
MTS pt IZ T —T 
jf ee 
ce qui nous donne : 
+00 


1 T? 
2 7 ch?(rt) 


ne(t+i(+n)) 


3. En IIL.5 on a prolongé la fonction & à KR en posant, pour tout réel x : 


Le 1 1 1 


ce qui nous donne : 


. 1 +00 1 L 1 
CLEL\RG-(m+s)r) ch((n+3)r) 
4. C’est le résultat montré en V.6 pour 2 = x réel. 
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5. Pour tout réel x, on a : 


1 1 1 
PE Dn F2 Ur DG 0) 


= D a 
sr (2R A) )r+(2+1)ir) 


(questions V.3 et IIL.2c), ce qui nous donne : 
pe (Eusta)-- E met 
keZ \LEZ 
puisque la famille (vx, (x) pez2 est sommable. 
6. Pour tout (k,{/) € Z?, on note : 
me=2k+1+(2+1)ie(2Z+1)+(2Z+1)i 
et tout nombre complexe z € C \F : 


1 1 
D —— 
u (z — UT) (2ReT — 2) 


z PPS —+E 


ve (z) = une(z) — une (0) = T2 (rz z) 2 
kE— k,£ 


Pour |k|, || assez grands de sorte que x |z44| > 2[2| > 0, on a: 


121 27 f2rel + |2l 121 2m |2rel + [2] 
uk, (2) < 2 2 2 = 2 2 2 
TE mere — 2 Var Tr larel — 21) 1x4 
27 |2k0l + |2| 3m [el _ «2 
= |2| TES 16 |2| 41 — 3 
(r I2el — 121) (rire) 12e) 
(puisque |2| < 7 |z4l et x [2x0] — [2] > Tlékal, avec 


3 <<) | < +00 


3 
En ((2k + 1)? + (24 + 1))° 


>» 


1 
(k2 +02) 
Il en résulte que la famille (vx (z))yne72 est sommable. 


(la famille ( ) est sommable si, et seulement si, p > 1). 
k,t)ez? 
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(a) Pour tout (k,{) € Z?, on a : 
2e = 2k+1+(2+1)i=—(-2%—1+(-2%-—1)i) 
= —(2(—-k-1)+1+(2(—-L—-1)+1)i) 
= 2 (k+1),-(4+1) 
Pour tout 2€ C\l,ona-zeC\ret: 


mi en —Z —2T2_(k41), (440) + 2 


Ur,e (—2) = 5 : 2 
T2 (nzxe + 2) 2 4 T° (—T2 an), (er) + 2) CANPRENETTET 


27 2_(&+1),-(441) — Z 


z 
a 7; = V-(kH1),- (41) (2) 
(r2-(e+1),-(e#1) E 2) 22 (+1), (+1) 


donc : 
P(-2 = V2 we) = dv Grn,-wrn (2) =P() 
(k,L)eZ? (k,L)eZ? 
puisque l’application (k,£) + (—(k+1),—({+1)) est une permutation de Z?. 
La fonction P est donc paire. 
Pour tout 2€ C\T,onaz+2reC\Tet pour (k,£) e Z?: 


1 1 
ER E Gar GR + Dee GE Do (GE Dr + CE Di 
1 1 


(z — 1407) (zxer) 


donc : 
1 1 


DO (2 — 2147) : (2 — Tr) 
— 2k-1, — 2k,0 


ce qui nous donne : 


1 1 
Sn= D. (uy(z+2m) we) D 2; - Y) ——, 
—RSkÈEN entente UT) épten(e = ZT) 
1 11 
LE RE 
Lnrpaen16 ART) Lipten(E — 2) 
-n<l£n 


Se ——— : ee) 
—n<l<n (z _ 2 (m0) Ce Zn) 


avec, pour z=x+iyetke{—-(n+1),n}: 
2 — 2er = ((2k + 1)7 — x) + ((2/+1)r — y) 
> ((2k+1)r-x) 


donc : 
2n + 1 a 


— (@k+1)r -7x) no n 


1 


(z — zum) 


—n<l<n 


et en conséquence lim Sn = 0, ce qui signifie que P (2 +27) = P (2). 


On vérifie de manière analogue que P (z + 2ix) = P (2). 
Donc P est 27-périodique et 2ir-périodique. 
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(b) En notant encore 24, = 2k + 1 + (2{+1)i, on a pour tout (k,{) € Z? et z € C tel que 


|z| < 2x : 


1 À 1 
(2 er) (2xem) (1 L 1 
1 = Ce 
L (4,7) 2 one (=) 
CR. Rs 
= Caen) 27 


(on a |e7/° = ((24 + 1)° + (24 + 1)°) mr? > 27°? > |z|), ce qui nous donne : 


+00 


L 
PG=- D De" 
(k,0)eZ2 n=1 (zx) 
n+l ; n'a. 7 | 
la famille triple enr étant sommable (vérification fastidieuse à ce 
RIT) (k,Ln)eZ2xN* 


stade du problème), ce qui nous permet d’utiliser le théorème de Fubini pour écrire que : 
El 1 
P (2) ÿ;, +2 >» z+2 z” 


n=1l (kL)EZ? kl 


(c) Par double périodicité, on en déduit que P est développable en série entière au voisinage 
de chaque point de Pouvert C \T. 
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